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Les r&Mats de E. Bertram concernant la decomposition d’une permutation paire en un 
prod& de deux cycles de m&me longueur #(et certains problemes connexes) peuvent etre 
g&r&ali&s de deux fawns difkentes. On peut conserver l’egalite des longueurs des cycles mais 
augmenter leur nombre (M. Herzog et K.B. Re:id). On peut au contraire abandonner l’egalite et 
Qtudier les decompositions en un produit de deux cycles de longueurs impostes: c’est la I’objet 
de notre travail. - 
P &ant une permutation d’un ensemble fini A, A, et A, deux parties de A, on donnc une 
condition nkessaire et sufiisaate pour que P soit Cgale au produit de deux cycles ayant pour 
supports A, et A, wpectivement. On en d6duit une caracterisa .ion des couples (s, d) d’entiers 
naturek pour lesquels P est &gale a un pro&tit de deux cycles dont les longueurs ont pour 
somme et pour difference s et d respectivement. On caracterise ensuite, pour d entier nature1 
don&, la famille I& des permutations decomposables en un produit de deux cycles dont les 
longueurs ont une difkence &gale a d, puis les entiers naturels s tels que tout ekuent de I[,, 
soit decomposable n un produit de deux cycles dont les longueurs ont pour somme et pour 
difkence s et d respectivement. 
1. Nodons et terminoiogie 
IR cardinal d’un ensemble A sera design6 par iA\. E et F etant dew parties 
d’un ensemble A, E\F designera le complbment relatif de F par rapper? a E; si 
FG E, E-F est le complbment (absolu) de F dans E; si E n F = 8, E + F est 
l’union (disjointe) dies ensembles E et F; EAF designera la difference symetrique 
des ensembles E et F. 
1.2. [a] dksignera la partie entikre du r&e1 a. 
1.3, Dans toute la suite, A designera l’ensemble fini et non vide (1, . . . , II} de 
cardinal ~1, Sym (A) le groupe symerrique sur A, Ah (A) le groupe alter& sur A, 
IA l%lkment unite de Sym (A). 
Si x E A et PE Sym (A), x. P est l’image de x par P, le produit des permuta- 
tions &ant effectue ck gauche B droite. 
Si B est une par he de A, stable pour la permutation P, BB designera la 
restriction de P B B. 
1.4. Soit P’E Sym (.r’L). On &%ignera par cl(P) l’ensemble des or-bites ponctuelles, 
e(P) l’ensemble de43 orbite!; essentielles (i.e. nor ponctuelles), w(R) I’erwnable 
des point% non fixes de I? 
189 
ot. k est le plus petit entier p0siti-f tel que x 0 Fk& E. 
Pieava hmhiiatrh 
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2.6. IM%&io~~ Trois parties AI, AZ, A3 d’un ensemble A formerit un tr&jIe si et 
seukment si on a: AIUAZ=AzUAg=A3UA1. 
23. time* Les troh pro@&% suivantes sent &piuadentes. 
q: AIU&=A2UA3=A3UA1. 
Q: II &ste quatre ensembles disjoints D1, D2, D3, H tels que Al = D2 + D3 + 23, 
A2=D3+Dl+H, A,=D,+D,+El. 
TV: A1\A2 = A3\A2, A2\A3 = A1\A3, A3\A1 = &\& 
Prewe. Soit AI, AZ, A3, trois parties de A; aI, a2, a3 : A +{O, 1) leurs fonctisns 
caract&istiques. Le vecteur b&ken (aI( az(x), a,(x)) peut prendre 23 ==8 










71 knplique El = I& = Es. El, E2, E3 &ant disjoins, il ien rkrlts El = E2 = & = 
8. Invsrsement, El = .I$ = _E3 = 0 implique Q. Ew _ rp est equivalent a El = Et = 
& = fF, d’oir la d&rornination choisie qui Cvoque !a lormc prise par le diagramme 
d s Venn (Fig. I}, 
I1 en r&u&e kuw5di;it~ment que ry est kquivalent B r2 et & r3. 
3*2, Notatijoa. Dans torte la suite, P designera un &ment de Syn (A), Al et A2 
&txr: partim de A, %A. (A,, AZ, P) l’ensemble des couples (Cl, C,) de cycles 
apprtenane h Sym (A) ‘els que SUMP (Ci) =Ai (i = 1,2) et P = C, C,. 
IR theorkme principal qu’on 6ta.bG.ra d ns cette par-tie est le suivant. 
3.2.. ‘IS&r&m. Soit P E Sym (A}, An et A2 dew parties non vides et non disjointes 
d(* A. Ue i:ondition w?ws::aire et sufyisante pour que Z’ensemble C&,&4,, A*, P) soit 
nl it vide est que le @let (A 1, AZ, P) Grifie Ees quatre rehtions suivantes : 
&: IA,, -i-IA,1 = w(P) (mod 2) 
&: AI, kQ2, m(P) formeat un tr2fIe 
8, : Al f 5 A2 :^ntersecte toutes les orbites e;rsentietlcs de P 
6,: : si x E .A,‘\A2. al, *s x s P-l E A1 
ka preuvc du ThGorkme 3.2 ni:c/:ssi:e quelques Iemmes pr&alables. 
Si P s; AA (A), alors I ensemble C&* IA, A, P) est non vide. 
NOUQ z?dmettrons cer&&at connu tout element c7ie Alt (A) est igal au produit 
de dew cycles de support A (cf. [I? 4B. 
Soit B = .4 UA2 ct m P)c B. Alor:; E’ensemMe %,(A,, AZ, P) est 
Lhkompositions d’une permutution d’un ensemble fini 193 
UNIVAC Si m(P) ,C I? et si SUPP (Cl,) = Ai (i = 1,2), alors B est une partie stable 
pour les trois permutations P9 CI, C,. CI C, = P est done equivalent B CIBC& = 
P B* 
3.5. X.&me. L’rlpplication (Cl, C2)+-+(~1, CL’) d&ermine une bijection de Yen- 
semble %,&A,, AZ, B) SW l’ensemble %,(A,, Al, P-l). 
Prenve. Evidente. 
3.6. NoWon. Si le triplet (A,, AZ, P) verifie les quatre relations ox, B,-, &,, t& du 
Theoreme 3 .2, on ecrira: (A,, AZ, P) E 0. 
33, ]Lernme. si (A,, AZ, P) E 8, alor& (AZ, Al, P-l) E $. 
Prewe. On sait que zip)= ‘K(F), m(P)= fn(P-‘> et e(P)= e(P-‘). Done si 
(A,, AZ, P) verific: les relations em, 6)7, 8,, il en est de m6me de (AZ, &, P-l). 
Pour montrer que (AZ, Al, P-‘) E &, on fait un raisonnement par l’absurde. 
Soit y E A2\AI avec y l (P-‘)-’ = y l P = x & A2 D’aprbs les propriktes d’un trkfle 
(Lemme 2.7), x&A2 implique x E A1\Ap. On a done x E A,\A, et y = 
x l P-l ES Al, d’ou contradiction. 
3& b-e. Si (A,, AZ, P) E 0 ef si x E AI\AZ, allon l’application (C,, C&+ 
CCC,, C,) avec Tl== (xx - P-l), de’tenniw une bijection de l’ensemhle 
%&L AZ, P) SUT l’ensemble %*(A1 -(x), AZ. PA(P)). 
Preuve. Si (A,, AZ, P)E 8 et si x E A1\A2, abrs x E m(P) (Proprikth 2.7 d’un 
tr&fle) et x l P-l E Al (relation e,). Soit TI =:: 1,~ x - P-l). D’aprks le Lemme 2.4, 
CIC, = P et x E m(P) equivaut & (T1Cl)C2 = :j QP). 
D’autre part les conditions supp (cl,) =A, [i = 1,2), C,Cz = P ex x E A,\& 
impliquent x l P-l = x . CT’. 11 en resulte que ITi C1 = WA(C1) est un cycle Ci et que 
supp (C’S> = A, --{x}. 
Inversement lcs conditions sup; (CI) = A 1 -{xi, x # x. P-’ et x. P-’ E AI impli- 
quent, d’apres le Lemme 2.5, que TICi est IHI cycle C, tel que supp (C,) = _4]. 
Prewe. D’aprks le Lemme 2.7 si (A,, AZ, B) E t17 et si x f: A,\Az, ahs x E m(P). 
I1 en rkwlte, d’aprks le Lemme 2.4, que Si(, ;‘) = TI P avec T’, = (x x * P ‘>. IXmc 
w(P)- I~(W~(P))= 1 (mod 2), et m(B$(P)) = IZ(P)--(x}. Rxons A i = A I -(xl et 
P’ = ?FgP). 
(1) CIn a ll.;:l= IAIl- 1. Done ( 1, AZ, P) E e implique (Ai. A.*, P’) E 8,. 
(2) Si 141, AZ, m(P) f ormenl un trkfle et si CEA,\A;, alors Ai, A,, wt 
ferment un trkfie. I1 en r&x.&e: (A ;, .q2, P’> E c)7. 
, 
(r&p. ~n’/i&&g),‘&$&f-& est unk pi&e de A, n+qyctuelle, et s@ble pour R 
et pow CI ,(&$_ ‘w ‘a; s& cI& &@q@e ,qb 6’ &t stable pour Cz (resp,. 
pour Cl); po& i k 1,2, G e$ un cycle de: sul$oA Ai; il eri r&ulte que .Q = A2 
(resp. 0 =A,). 0n aura done Al fIA2= B,. ce qui co&edit we hypothbe du 
th&Wne. 
$i), P=,C,c, i+@i$a$~ (x * P-l) l Cl k x * (P-‘Cl) - x ;‘.G poui tout x E A. Soit 
X.C A1\A2; La c&&it&s x E AI\AZ et yqq~ (GJ = A2 impliquent alors’ 
(X’P-l)‘CyM 
Les cond&ions Ax Tr‘A, Zf3, A2 #B __et q,\& f @"$i&liquetit IAIl ;~2. Il en 
r&i&e qu& Si’ x E A,\A,, alors x E P&J@, doti& ‘T l ‘P”” #x, 
Finalenynt $ x*rA,\A . . alori: (x*~~)*C~=X#X*P, done x.Pe Al. 
(2) Supposons que (A,, AZ, Pj E 6 tii faiisbns ti rais&nement par indwjon SW 
k =IA,AA,I. 
(a) Si k =O, alors Al = A2 = B. ‘(I$, B:. I?) E 4, implique R(P) = 0, i.e. PE 
AIt ,‘A). (23, B, P)E 0, implique 1n(F)cI3; done P’ E fit(B). D’aprks le Lemma 
3.3, l’enseqble %&3, B, P’) est non vide. II en r&&e, d’apr& le Lemme 3.4, 
qw l’ensemble %A(B, B, P) es% non Gde. 
(b) Si k>$ faisoq I’hypoth& de r&urr~nce suivan$e: si Al et A2 sont dew 
part& ii& V&%&t n&r-&join&+ de ‘A telk$ que (A& Aa, P) E 8 et IAl& A21 =: 
k - 1, ahxs l’ensemble (&A(&, A .!, .p) est pm ‘tide. 
b.1) Supporons AI\A2Z:0, et suit, x E AI{A2. Pc~sorrs Ai = A ,-(x), P’= 
-F”,(p). LRS conditions x E A,, x & 4:! et A, CI AZ # fl irnpliquent A i # 2. D’ar’r5s le 
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Lemme 3.9, (A;, AZ, P’) E 8. x E A1\AZ implique IA;A.A,I = k -- 1. D’aprhs 
Vhypothibe de ~6xwrence, l’ensemble %*(A:, AZ, P’) est non vide. Du Lemnne 
3.6, ik &sulte akws que Yensernble %,&! 1, AZ, P) est non vide. 
(b.2) Sit k, 0 et A1\A2 =0, alors &\A1 # 0. D’aprks le Lemme 3.7, si 
(A,, AZ:, P) E 6, aloes (&, AI, P-‘) E 8. En raisonnant comme en b.1, on dkmontre 
que l’ensemble %,&& AI, P’) est non vide. Du Lewne 3.5, il r&ulte alors que 
l’erasemble &(A1, ‘qz, Pj est non vide. 
3.311. “ll&w&me. Soit PE Sym (A), Al et AZ cleux parties dr! A, non vides et non 
di$jointes, D1 = A2\4, IA = A1\A2, D = AlAA2, S = A, n A~, P-, = %$2(P)P-‘ , 
Pr. = P-‘g.$(P). 
Si (Al, AZ, P) E 6, a!ors l’application (Cl, C&+ (PIG,, C2P2) Mermine we 
bijection de k’ensembk Y&(AI, AZ, P) SW l’ensemble Y&(S, S, 8:(P)). 
lpreuve. Posons e(P:: = F, %J14,, &, 1’) = %, q/L (S, S, F) = a. On r aisonnera par 
induction sur k = IDI. 
(a” Si k=o, alors I:)= D1==_D2=f8. II en rhlte &=&=S, F=p, PI=&= 
IA, c& = q. Si (A,, AZ, P) E 0, alors % est non vide (Theoreme 3.2), et l’application 
(Cl, C&-+ (PI Cl, C2P.J dktermine une bijection de % sur @. 
(b) Supposons k > C) et faisons l’hypothke de rkurrence suivante: le theoreme 
est vrai si IDi = k - 1. k XI Implique Dl # 0 ou D2 -f 8. 
(b.1) Supposons & # $I Soit x E D2, Ai = Al -{x}, 0; = A ;\A2 = D2 ---ix}, 
D’=A;AA2=D-{x), P’=:F~[p), %‘=%,(A;, AZ, P’). 
D’aprks le Lemme 3.8, l’application (C,, C&(T&, C,) avec T1 =(XX .P-‘) 
d&ermine une bijectiora de % s,ur %‘. D’aprks le Lemme 3.9, (A i, AZ5 P’) E 0. 
D’aprh les Propri&h 2.3, d A , qD’@“b = p. lies conditions x E A1 et x 6 A2 impliquent 
A;nA,=S et lD!=k-1. 
Soit Pi = !Fy( P’)(P)-“, pi = (.!~j-l~l(P‘). D’aprks l’hypothkse de rkurrence, 
l’application (Cl, C&+ (Pl Cl, C&) determine une bijection de %’ sur 4. 
11 en resulte que l’application ( CI, C2) --3 (PiTIC,, C,P,‘,) d&ermine un bijection 
de % sur @. 
Ch a: PIT, = e(P’)(P’)-’ Tr. D’aprks les Proprihk 2.3, %,“;(I”) = %$2(P). 
D’aprk le Lemme 2.4, (P’)-‘T, = S5(P-1)Tl = P-l. 11 en resulte Pi T, = P,. 
D’aprh les PropriMs 2.3, %$$(I”) =%$(=1(P)). Les conditions x E A,\A? et 
(AI, AZ, P)E 8 impliquent x 9 P -’ E Al. Done x 6 D1 et .Y l P-’ 6 D,. II en rcsulte 
x ’ (%1(P))-’ = x l P-‘, et, d’apres le Lemme 2.4, BpA(:F2 (F)) = T,9D,l(‘P) avec 
Tl 3=(x x9 P--l). On a done Pi = (P’)-‘T,S$$(P) et d’aprks le Lemme 2.4, 
(P’)-‘?; =WA(P-‘)Tl = P-l. On a fimtlement Pk = P-‘?@(P) = Pz. 
L’application (G,, C,)-(PI& CzPz) est done une bijection de % sur %. 
(b.2) Si D2 = 8, 1 a ors D1 # $3. D’apfes le Lemme 3.7, (A,, AI, P-‘) E 8. 
Posons %*(A*, Al, P-‘) =%‘(-l), %,(S, S, (lb)-‘) =%(-l’, Q, =%~l(Pvl)(P 1)-’ = 
azqP-“)P, Qz = (P-ySfgP-‘) = P@(P-‘). 
On montre, en raisonnant comme xr (b. l), que 1’applicatioTl iC,, 4’+-+ 
(Q,C,, CzQ2) determine une bijcttion dc %‘-” sur @“. 
4.3. ~SRML 5% (s, d, P) E @!. alws il existe trois entiers vlaturels b, bl, b2 vhifiant 
les pmptit& suivarites : 
s=2bi-b,i-b,, d = hl - b,, b s Ic~Uf~l, ie(Pli s bi G Im(P>I 
(i == I, I.‘), bl i- & 3 o(P), bl +- h, = a(P) (mod 2). 
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e. On a s -s al = T(P) = <T(P) (mod 2). On peut done definir les trois entiers 
b = Min ($(s -o(P)), IcJP)i), 
6,=~(s+d)-b=M~(~(tr(P)+d),4(s+d)-Icl(P)I), 
b2 = $(s -d) - b = Max &o(P) - d), $(s - d) -+(P)lj, 
(I) 11 est clair que s =2b+b,+b, et d=b,-b2. 
(2) 11 est clair que b s Icl(P)I. (s, d, P)E Cp implique T 3 c(P), done b 2 0. 
(3) &r(P)- d) = &(2 le(P)I + 8(P) -d). (s, d, P) E @ implique d s S(P), done 
$(0(P)-d)>le(P)I. 11 en resulte bi ale( pour i = 1: 2. 
(s, d, P) E d, implique s + d s 2n, done $(s -t d) - Icl(P)j s n - Ic,(P)I et 
n - Icl<P)l = lM% 
j(cr(P)+ d) = $(2 Im(P)l -S(P) + d); (s, d, P) E SP irnplique d < 6(P), done 
i(cr(P)+d)d\m(P)I. On adonc bisJm(P)Ipour i==1,2. 
(4) bl + b2 = s -2b = Max (o(P), s - 2 )cl(P)I). 11 en rewlte bl + bZ 2 o(P). 
(5) Les conditions bl + b2 = s -2b et s = v{P) (mod 2) impliquent b, -t b2 = n(P) 
(mod 2). 
b 
44. Leme. Si & est une partie de m(P) ayarlt exactement un poiltt dons 
chacune des orbites essentielles de P, alors (m(P), &, P) E 8. 
Preuve. Si B2 a exactement un point dans chacune des orbites essentielles de P, 
alors I&J = le(P)I; il en rksultc Im(P)I + l&l = O-(P) = r(P) (mod 2). 
Si BzE m(P), alors m(P), B2, m(P) forment un trefle. 
Par hypothese, Bz intersecte toutes les orbites essentielles de P. 
Enfin, si x E m(P) - B2, il C%t clair que x 9 P-’ E m(P). 
4.5. Lemme. Soit l3; et 35 del:x part,ies de m(P) telles que (Bi, Bi, P) E 8, 
IB; n B;I = le(P)I et l&l c Inz(P)[. Al ors il existe dew: parties BI et B2 de m(P) 
telles que (B,, Bz, P)E 8, lBll = I~il- 1, I&l = IBiI + 1 et IB, n B,( = le(P)\. 
l!?reuve, Les conditions B: c m(P) (i = I, 2) et Bi, El& m(P) forment un :refle 
impliquent Im(PjI G IBi\B;l+ IB;\Bil; comme lBi/ < [m(P)/, alors Bi\R! f 9. 
Les conditions (Bi, B& P) E 0 et IBi n BiI = le(P)I impliquent que, dans chdque 
orbite essentielle de P, il existe exacternerd un point de Bi f7 Bi. 
Done il existe x E Bi\Bs tel que x -P-l E B( f7 Bi. 
Soit y =x*P-l, Bl=B;-{y), &=5;-+(X). On a IB,l=l5ll-l et 15?\= 
IBil+l. I1 en resulte l&l t!5?I==lBrl+lBsl~~(P) (rzgd 2). 
B1 et Bz sont deux parties -de m(P) telles que B1 ‘J B2 = Bi U 5;; comne 5;. 
Bi, m(P) forment un trefle, il en est de meme de B1, &, m(P). 
Bl fl& = ((Bi I? Bi) -( y)) +{x); il en rbulte que 5, f-1 & intersecte toutcs kc; 
orbites essentielles de P et que jB, r\ Bzl = 15; n 5JI = (e(P)\. 
4.7. lmmme. Soit bI et bz dew en&m izaiurels &r@ant ies hypothbes: (a) 
b,+ bzmn(P) (m&2), b,+ bzaa(P), /e(P)ISb+Im(P)f ~OZW i’= 1,2. 
Abrs il &ste deux parties B1 et Bz c!e m(P) telles que l&l = bi pour i= :i,2 et 
WI, &, PI E cb. 
Pteawe. (I) $3 P==I A, abrs le(P)l= II?@)/ = 0. L’bypothbe le(P)I s bi =S Im(P)l 
pour i = 1,2 implique bl = b2 = 0. II est clair que (j& @, 1.J E 8. 
(2) S-~lzp~sws P# I& ks hypothkses (a) impliquent b, + b2 = o(P) +2k oti k 
est un entier tel que 06 k =+&(P). Faiscns un naisonnement par ~kiuc&m sur le. 
(a) Si k = 0, alors b, + bz = a(P). l?w &p&h&se, le(P)j s b2 e Ia[P)l. Sons un 
raisonnement par induction sur b?. 
(a.11 Si bz =ie(P)l, alors h, = oP(+le(P)I = lm(P>I. Soit Bz une ptie de m(P) 
ayant exactement un &rkxnt dy s:* chacune des orbites essentielles de P, et 
B1 = m(P). D’aprks fe Lemme 4. c, (B,, &, P)E 8, De plus JB, n E&J = le(P)I. 
(a.2) Si fe(P)I < Er, s fmtP)[, fahm l’hypothke de rbwrencx: suivante: il existe 
dew parties Bi et Ri de m(P) teks que I.E?il= bI + I, I&I = bl_- 1, (Bi, B:, P) E 8 
et I_& nB;I = le(P)l. Lai wnditian bzc Im(P)I implique [Js,ll <Im(.P)l. D’apres le 
Lemme 4.5, il existe de:ur parties RI et & de m(P) telles que l&l = bi POW 
i=l,2, (B,,B,, et 
i = 1,2. D’aprks 
axtic ;; Bl et l& de m(P) t&es que lBil= bi peer 
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4.8. Lensme. Soit B, et B2 deux parties de m(F), B une partie de A -m(P), et 
ApB,+B pour i = 1.,2. Si (B,, B,,P)E (9, alors (&AZ, P)E 8. 
Preove. lA11+lA*1=\B,I+(B,l+2(Bl. Done (~,\+j~~l=p~pp~l (mod2). 
A1\A2 = B1\B2 ct A2\A1 = Done si B1, B2, m(P) forment un trkfle, il 
de meme poti!r -4,, Aa, m(P). 
Al f7 A2 n m(P) = b’, f7 B, n m(P). Done si B, f7 23, intcrsecte toutes Ies orbites 
essentielles de P, iI en e in de m6me pour Al n AZ. 
Al\Az = Bl\B2. Si (B,, B2, 1 , Dktl et si XEA~\*~~, alors x*P-‘EB~; a fortiori 
X*F”EAp 
4.9. Temidogie. Si P admet une dkcomposition en un produit de deux cycles 
dont les langueurs ont pour somme et pour diffkrence s et d respec’ciwment, on 
dira que P admet une (s, d)-dkomposition. 
4.10. hemwe du Thhwime 4.1. 
(1) Supposons que P admet une (s, d)-d&composition non disjointe. D’aprks le 
tlhrkme 3.2, il existe alors dew parties A1 et A 2 de A (qui sont les supports des 
deux cycIes dont le pra&duit est &gal B P), non vides et non disjointes, telles que: 
IAll + I4 = s, IAll -l&l = d et (A,, AZ7 P) E (9. 
(1.1) Les relations lA11+lA21 =s, lA11--lA21=d et )A,(+\A~~=~(P) (mod2) 
hpliquent s = d = T(P) (mod 2). 
(1.2) Al, AZ, m(P) forment un trkfle, done A1 U A2 = A, U m(P). 11 en rksulte 
Ik%, OJ A,( 2 Im(P)I. A1 n AZ intersecte toutes les orbites essentielles de P, done 
(A, n A21 3 le(P$ 0 n a toujours IAll + 1,421 =IA, U AZ1 + IA, f~ A& La relation 
s = IAll + IA21 implique alors s 3 Im(P)I + It!(P)J =0(P); comme A1 et A2 sont non 
vides, on a aussi s 32. Done s > Max(2, (T(P)). 
Les conditions AI c A, s + d = 2 IAll et IAl = n impliquent s + d < 2n, ou encore 
s <2n-cl 
(1.3) Soit H = Al n A2n m(P), Dz = A1\A2, D1 = A2\A1. D’aprks le Lemme 
2.7, si Al, AZ, m(P) forment un trkfle, alors m(P) = D, +D, + H. I1 en rksulte 
\m(B(+,l+IHI. AlnA, interseete toutes les orbites essentielles de P, dot-c 
IH)a le(P)I. On a toujours IAll --\A21 < )I&\. La relation ti = IA,\ -\A21 et les 
inbgalitks prbckdentes implique.nt alors: d s 1 m(P) I- I e (P) I= S ( f’) . 
(2) Supposans que (s, d, P) E @. 11 existe alors trois entiers naturels b, b,, b;l 
vkrifiant les propriCt& du Lemme 4.3 
b =S Ic,(P)l implique qu’il existe une partie B de A - m(P) telle que 1 I31 = /I. 
D’aprks le Lemme 4.7, les conditions b, + b2 = m(P) (mod 2), b, + bz 2 a(P) et 
le(.P)I s bi < \m(P)I pour i = 1,2, impliquent qu’il existe deux parties B, et Bz de 
m(P) t&les que l&l= bi pour i = I,2 et (B,, Bz, P) E 8. 
Soit Ni = Bi + B pour i = 1,2. D’aprks le Lemme 4.8, (A,, A,, P) E 8. 
Les relations s =2b t b, -t- b, et d = b, -bz Jmpliquent lA,( +-)A21 = s ct 
IAll - I&l = do 
f(n, d)=2n-d 
si l<n et 2d!sna: 
f(n,d)-&n] : ’ [$+-d=(l (mOd?,) et (n, d)+(4,0) 
f(n,d)=h-&]-I ~3 $n*i--d=l (moC 2) zt (n, d)P(S, 1) .I 
5.3. We. Soit t et k deux entim natwels. Une cmdition n6cessaiw et su@zn!e 
pour qu’il existe 1% Sym (A) ter! que 6(P) = t et le(P)i = k, est que les entiers t et k 
v 6ri*t Zes in&a&% suivantes : 
Ostsn-I et Min(I., t)<k<M$(t,n-t). 
Preuw. Fait une permutation ,P telle que R(P) = t et ]e(H)>i = k. On a alors: 
2k~~m(I’)~=t+k~n; 3 en r&&e: k<Min(i, n-t). Si PiIAF aloes l= k=O= 
Min(r,t)=Aiin(t,tt-t). Si P# IA, aloes tH, Min(l,t)=l et hl. Enfin, 
6=~Ptl(P~i-~e(P~(~n-I. 
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Inversement soit t et k deux entiers naturels tels que 0 s t < n - 1 et Min (I, t) s 
k G Min (t, n - - t). Si t = 0, alors k = 0, et la permutation IA vh-ifie &(I,) = 
le‘(Ik)l= 0‘ Si t;;t 0, alors k a I et 2k =G k + t s n* il existe done un partage de 
Ithtkr n en k parties de longueur supkrieure B l’et n - k - t parties de longueur 
1; il en r&u&e qu’il existe PE Sym (A) telle que \@)I = k et lm(P)I = k + t, done 
telle que a(P) = E et le(P)l = k. 
5.4. Thbrbme. Si 0 6 d c n - 1, ailors &(A) est I’ensewable des P E Sym (A) tels 
que 6(P) Z= d et n(P)= d (mod 2). 
Si II G d, alms l&(A) est l’ensemble uide. 
Preuve. D’aprks le Lemmc 5.3, si a s d, alors nti est l’ensemble vide. 
Supposons d G n - 1. Si P E nd, il existe dzux cycles C, et C, tels que C, C, = P 
et A(Cj)-A(CJ=d. Les conditiotjs rr(C1C2)~w(C1)+~-(C2) (mod 2) et Am 
* W(Ci)+ 1 (raod 2) pour i = I,2 impliquent alors w(P)= d (mod 2). Si C, et C, sent 
deux cycles non disjoints, il r&.&e du Thkor&mt: 4.1 que S(P) a d. Si C, et C, 
sont deux cycles disjoints, on a: Im(P)I =.A(C1)+ h(C,), le(P)I = 2 et A(C+2; il 
en rhsulte: 6(P)=h(C,)+h(C,)-2>d+2>d. 
Inversemen& soit PE Sym(A) telle que 6(P) G= d et T(P) = d (mod 2). On a 
ziors 2n - d = n(P) (mod 2), et la condition d < n - 1 implique 2rt - d 2 n + 1 a 2. 
LJ’apr&s le Th&or&me 4.1, P admet une (2n -d, d)-dkomposition. Done P E I&. 
Dans toute la suite, d designera UII entier nature1 infhieur B ~1. 
5.5. Notations. On posera; Max ((T(P): 3~ I&}= vJn) = v,,. 
5.6. Lerrmne. Si 2d G n et tin]- d = 0 (mod 21, alors v, = 3[$n] et LQ = a(P) pow 
m P tel que le(P)l = [$z]. 
, 
i 
si 2<n, 2dsnet [&I-d=l (mod2), alors ~~~=2n--[$z]--l et vd =cr(P) pclur 
un P tel que le(P)l = n -[$n]- 1. 
Si n s2d, ah vd = 2n - d et vd = a(P) pour un P fel que le(P)I = n -d. 
h%W. D’aprks le Thkorkme 5.4 et le Lemme 5.3, si P E h!d, abrs d s 6(P) G 
n-l et T(P)=d (mod2). Pour tout PESym<A), on a SW)=rr(P) (mod2) 
et o(P)-8(P)+2 le(P)I. D’aprks le Lemme 5.3, Max{(e(P)j: S(P) = t} = 
Min (f, n - t). Il rhlte de ce qlui prbckde que: 
I vd=Max{t+2Min(t,n-t): d<t<n--1 et t=d(!r?~?C!?)~, 
vd = Max(Min(3,2n--t): &t<n--~ er t=d (nis32)). 
T)e phs, si vd = Min (3t@ 2 n - to), alors vd = CT(P) pour un P tel que jcQ’)\ = 
t 
r Min (to, n - t3). 
i 
Si 2tsn, P&r(t,n--t)=t; si n<2t, Min(t,n-t =H-t. 
(a) Supposons n s 2d. Alors : vd =~ax{2n_t:d.!~tett~d(mad2)‘,--2r~--tlc’t 
i” vci -5 o(P) pour un P tel c,w Ie( Pili == ‘2 - d. 
On c. twjours 2n=2~s4@]<2n+2, done 2n-@n]-2&@n] et 3@n]-3~ 
2.7~&+L 
n en rktite: 
(b,3) Si ~1 = 2 et d := 0, alsrs &z]- d = 1 tjnod 2) et il n’existe pas d’entiers t tels 
que $n < it6 12 - 1. On a don!: vd:smI = ZQn]-3 =:(I. 
%‘% &@&IB. &k d&k&a p;u Ad(A) = & l’ensemble des &ments de Sym (A) 
<{ui adn&te nt une dhomposition en un produit de deux cycles disjoints dont les 
longt%%n oat y:ne d#&=enc6! 6gale h dt. On a hidemment .& c .&. 
.!5.& L4!@U#W. -Ad at non vide si et seuk?ment si d + 44 n. 
I%uv~. Si & at non *de, ztkrrs 13 existe deux entjers lI et lz tels que 2 G Zz, 
II -J,=d et II+&n. I1 en r&&e d+4~&-2&= r,+Z+ R. 
hversernent si i~a +A& n, il existe can Mment P de Sym (A) tel que e(P) ait 
exacternt=nt deux hhhents de Jngucurs respect&s 2 et d-t- 2; done P cr A& 
5.9. I&aIQa Soit P E & Une con&h Gcessaire et sa#kznte pour que P admette 
ww (s, d)-dkompition t?st que l’entiet s vbrifie letis propr&% suizuntes: 
hmve. D’tiprks le ‘I’Morhe 5.4, si h” E 4, akws d G 6(P) et d = r(P) (mod 2). I1 
&S.&S alors du T’h%&me 14.1 que F admet we Cs, d)-dhomposition non 
disjhte si ~,t seulemect si: 
s4 (mod2) et u(P)<s&!n--d. 
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Comlne Pk Ad, on a. le(P)I = 2, done a(P) = im(Pjl+2. De plus P admet une 
(Im(P),i . d)- dkomgosition disjointe. 
11 en r&sulte le re’sulttlt annon& 
S&h Reuve da T&&or&me 5.2. Posons: 
D’aprhs le TElkorkme 5.4, si PE _& on a d G 6(P) et n(P) = d (mod 2). 11 
r&.&e alors du ThkorGme 4.1 et du Lemme 5.9 qu’une condition nkessaire et 
w&ante pour que tout $l&wnt de fld admette une (s, d?-dhmposition, est que 
l’entier s vfkifie les propr&& suivantes: 
s=d (mod2) et f(n,d)<sd2n--d 
c& f(n, d) cd don& par: 
fh 4 = Max (2, vdd) s’il existe P E I& -A, tel clue G(P) = vd, 
NOUS allons expliciter f( n, d) en fonction de n et de d, en utilisant le Lemme 
5 Ii. 
(1) Si n =l et d = 0, dOI% & = fl (d’apah fe Lemme 5 :G)., et ~~(1) = 0 (d’aprks 
k: Lemme 5.6). Done f(l, 0) = Max (2,0) = 2. 
(2) Si n = 4 et d = 0, Ad est form6 des permutations cw juF.&es h (1 2) (3 4), et 
fi’d - & est form6 de IA et des cych de longueur 3. On :1 I ‘(i = 6 et pd = cd = 4. 
CIonc f(4,O) = 4. 
(3) Si n = 5 et d = 1, Ad esi: form6 des permutations conjugkes h (12) (3 4 S), et 
I;rd -lid est for& des transpositions et des cycles de longueur 4. On a vd = 7 et 
Fed = & =5. Done f(5,0)=5. 
(4) Si l<n<4+d, alOrS & = f3 (Lemme 5.8), done f(n, cl) = Max (2, wd). 
Si n S 3 OU (n = 2 et d -e- l), alors vd 2 2. Si n = 2 et d = 0, ZJ&) = 0 et 
f(2,0)=2=2n+z]-1. 
(5) Supposons d+4& Alors n24 et Max(2, V~)=U~ 
(a) Si n < 2d, d’aprks ‘ie Lemme 5.6, vcl = u(P) pour un P Le.1 que le(P)( = fz - d ; 
d +4<nJ implique n - d 2 ‘t, done P E n, - Ad et f( II, a) = v, = 2?l - d. 
(b) Si 2d e n et [$n]- ti = 0 (mod 2), d’aprks le Lemme 5.6, vd -= (T(P) pour un 
P tel que ie(.P)I = [$iJ 
si na6, alms &‘2]33, PE &--Ad et f(n, d) == 29 =3!_&]. 
Si n = 5, ies conditions d + 4s n et [in]- d = 0 (mod 17) 1 r,l,jliqucnt d L- Ci. Soit 
I$=(1 “L3 4 5’); on a S(.P,) =4, dqnc P,E I&--Ao; u=#~ j = 6 -= v,,(S). ‘Done 
f [5,0) = v*(5) := 3[$]. 
Si n == 4, la lzondition d ?- 4 < n implique d = 0, cas particul ier hdik cn (2 ). 
(c) Si 2d < r et [$n]- d = 1 (mod 2). d’aprk 1~’ Lemme 5.6, zjcf = cd P) pour un 
F tel que le(P,J == n --&z] -- 1. 
5.1X. corclhite (E. Bertram). Si klic.4, une cw2dition n&cessaire et sr.#&nte pour 
que tout &wtent de AIt (n) admette une &composhtio#~ enha pro&it de deux cycles 
de Iongueur 1, esr que : 
F’ ,.! f 5, une conditbn wkessaire et aufiante pour que toute pewutation impaire 
de Sym (n) admette une dkomposition en un prxxhit de deux cycles de bngueurs 
respectives 1 et 1 f 1, esf que: 
~n]4e%-l sin=1 ou. 2 (mod4). 
En-j-1 <ZGn- 1 si n=O ou 3 (mod4). 
Preaove, (1) I?,, est l’cnsemble des permutations P t&es que 0 G S(P) et a(?‘) = 0, 
c’est-it-dire l’ensemble des permutat.rons paires. D’apres Ie Theo&me 5.2, tout 
iJ6ment de I& est Cgal au produit dc dew cycles de longueur I si et seulement si: 
3&z]GY~2n si &z]= 0 (mod 21, 
2n-&zlj-l1221<2n si &z]=l (mod2)., 
Si n = 0 ou 1 (mod 4), alors j-jr:] = 3 (mod 2) et $&] = En], 
Si n = 2 ou 3 (mw? 4), ah s &$= 1 (mod 2) et n - &z]-$ = [$n]. 
(2) HI est l’ensemble d<.s permutations P telles qut I g S(P) et w(P) = 1, c’est- 
Mire l’ensembk des pe mu iai ior IS impair-es. D’apres Ite Theoreme 5.2, tout 
elknent de II, est &gal au produir de deux cycles de longueurs respectives I et 
, + 1 si et seulernent si: 
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